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О цели данной работы

Традиционный  курс математики приучает большинство школьников несколько формально подходить к изучаемому  предмету. Он преподается по хорошо разработанной программе, подчеркиваю​щей основные принципы математики и необходимость строгого ана​лиза. Однако все это составляет лишь часть арсенала средств, не​обходимых математику в практической деятельности. Распростра​ненная черта молодых специалистов-математиков - их растерян​ность перед задачами, возникающими непосредственно из практики. Это совсем не обязательно связано с недостатком способностей, а скорее отражает формальный характер   курса математики  по сравнению с другими дисциплинами. 

Возможным решением этой проблемы следует считать введение в традиционный курс дисциплины, главной целью которой было бы обучение методам постановки математических задач, возникающих в реальных практических ситуациях.  Большинству  из нас  приходится изучать весьма формализованные теории конкретных разделов математики и осваи​вать ряд математических методов. Обе эти стороны математической подготовки выпускников, несомненно, важны и входят в арсенал средств математика-прикладника. Например, изучение ньютоно​вской механики позволяет увидеть, как принятая модель разво​рачивается в стройную теорию. Однако при таком изучении   не видно, что пришлось преодолеть Ньютону, прежде чем он выдвинул и развил идеи, составляющие теперь общепризнанную тео​рию. Кроме того, при этом остается в тени вопрос о том, какое от​ношение имеет эта модель к практическим проблемам, возникаю​щим в повседневной работе физиков и инженеров на производстве. Так, может создаться впечатление, что приложение математики сводится просто к подбору подходящих формул, подстановке в них некоторых чисел и взмаху волшебной палочки, в результате чего получается «ответ». При этом совершенно упускается из виду один важный момент, без которого «приложение» математики превраща​ется просто в демонстрацию известных математических приемов. 

В чем же состоит этот упущенный момент? Он заключается в пе​реводе реального мира на язык матема​тики, что позволяет нам получить более точное представление о его наиболее существенных свойствах и  в некотором смысле предсказать будущие события. 

Цель данной работы помочь школьникам  увидеть реальный мир глазами математика-прикладника.
Введение
Проблема Плато - это научное направление в современной математике, объединяющее много различных задач, связанных с изучением минималь​ных поверхностей, т.е. поверхностей наименьшей площади или объема. В простейшем варианте мы имеем дело со следующей проблемой: как най​ти поверхность наименьшей площади, затягивающей данный фиксирован​ный проволочный контур в трехмерном пространстве. Физической моделью таких поверхностей являются мыльные пленки, повисающие на проволоч​ных контурах после того, как их извлекают из мыльного раствора. С ма​тематической точки зрения такие пленки описываются как решения диф​ференциального уравнения второго порядка в частных производных, поэ​тому их поведение достаточно сложно и до конца еще не изучено. Мыльные пленки или, более общо, границы раздела физических сред, находящиеся в равновесии, возникают во многих прикладных задачах, в химии, физике, а также в живой природе. Известный пример - морские организмы - радиолярии, скелеты которых позволяют наглядно представить себе харак​терные особенности границ раздела сред и мыльных пленок, затягивающих сложные граничные контуры. В приложениях возникают не только дву​мерные, но и многомерные минимальные поверхности, затягивающие фик​сированные замкнутые "контуры" в каком-либо многомерном римановом пространстве (многообразии). Такие поверхности удобно рассматривать как экстремали функционала многомерного объема, что позволяет приме​нить для их изучения мощные методы современного анализа и топологии. Следует отметить, что точная математическая постановка задачи об отыска​нии поверхности наименьшей площади (объема) требует формирования правильного определения таких фундаментальных понятий, как поверх​ности, ее границы, минимальности поверхности и т.п. Как выяснилось, существует несколько естественных определений всех этих понятий, что позволяет изучать минимальные поверхности различными методами, допол​няющими друг друга.

Поверхности раздела двух сред.

Мыльные пленки и мыльные пузыри
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Мыльные пленки и мыльные пузыри можно рассматривать как, поверхности раздела двух однородных сред, находящихся в равновесии. Мыльная пленка  с границей в окрестности каждой своей точки разделяет две среды, а именно  воздух-воздух, в каждой из которых давление одинаково. Поэтому  суммарное давление на каждую малую площадку мыльной пленки равно нулю.  В мыльном пузыре давление внутри больше, чем давление снаружи, поэтому век-тор результирующего давления направлен наружу. Эта сила должна компенсироваться силами поверхностного натяжения. Так как давление всегда наплавлено по нор​мали к границе раздела и одинаково по модулю во всех точках этой границы вследствие однородности сред, то поверхность раздела во всех точках «искривлена в среднем одинаково». Чтобы придать точный смысл последнему  утверждению,  определим геометрическое понятие  «средняя кривизна» .

Пусть М - гладкая двумерная поверхность в R3, точ​ка Р лежит на поверхности М, N(P)- одна из двух еди​ничных нормалей к М в точке Р (вектор N(P) ортогона​лен касательной плоскости к М, проведенной через точ​ку Р, эту касательную плоскость  обозначим ТрМ).

Проведем через нормаль N(P) плоскость П. Плоскость П пересекает поверхность М по кривой   , называемой нормальным сечением. Единичный вектор v, касательный к кривой     в точке Р называется направлением этого нор​мального сечения. Ясно, что вектор -v также является направлением нормального печения   , и векторы v и -v лежат в касательной плоскости ТрМ ..

Обозначим через k(v) вектор кривизны нормального сечения  в направлении v, т. е. вектор ускорения в точ​ке Р при движении по кривой    с единичной по модулю скоростью. Отметим, что k(v)=k(-v). Легко показать, что вектор  кривизны k(v) коллинеарен с нормалью N(P). Назовем  кривизной  k(v)  нормального сечения     по на​правлению v по отношению к нормали N(P) величину k(v) = <k(v), N(P)>, где угловые скобки обозначают стан​дартное скалярное произведение векторов из R3. Ясно, что непрерывная функция k(v) принимает максимальное и минимальное значения (так как k(v) - функция на (компактной) окружности S1, образованной всеми направ​лениями v). Эти значения называются главными кривизнами k1 и k2 поверхности М в точке Р, а нормальные сечения, в которых достигаются значения k1 и k2, на​зываются главными сечениями.

Определение. Средней  кривизной  Н   поверхности М в точке Р     М  по отношению к   нормали   N(Р) назовем полусумму главных  кривизн:
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Пусть    обозначает  угол между  направлением  v  произвольного нормального сечелия     в  точке Р   М и  направлением  v1 главного сечения     Если k1 - кривизна главного сечения    ,  а k2 - дру​гая главная кривизна, то по известной формуле Эйлера

Чтобы яснее представить распределение кривизн нор​мальных сечений     при изменении угла   , построим в плоскости с полярными координатами

(       ) график

Различаются следующие случаи:

а) ненулевые k1 и k2 одного знака. В этом случае гра​фик является эллипсом с полуосями  k1 и  k2. Если  k1 = k2 =0, то эллипс вырождается в окружность ;
б) ненулевые k1 и k2 разных знаков. В этом случае график - «четырехлепестковая ромашка» ;
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в) одна из кривизн ki равна  нулю. В этом случае «четырехлепестковая ромашка» вырождается в «двухлепестковую» ;

г) обе главные кривизны равны нулю. График - точ​ка (начало координат).

Теперь ясно, что если k1 не равно k2, то существует ровно два главных сечения, которые в действительности взаимно ортогональны. Если главные кривизны равны между собой, то кривизна всех главных сечений одинако​ва и равна средней кривизне Н.

Теорема Пуассона-Лапласа. Предположим, что двумерная гладкая поверхность М в R3 является гра​ницей раздела двух однородных  сред, находящихся в рав​новесии. Пусть P1 и Р2 - давление в средах. Тогда сред​няя кривизна Н поверхности М постоянна и равна Н=h(P1-P2), где постоянная     =1/h называется коэф​фициентом поверхностного натяжения, а разность давлений Р1-Р2 -резулътирующим давлением.

Таким образом, выражение «искривлена в среднем одинаково» означает, что средняя кривизна поверхности постоянна. Учитывая вышесказанное, можно заключить, что средняя кривизна Н мыльной пленки равна нулю, Н=0, а у мыльного пузыря средняя кривизна Н = const не равна нулю. В математике поверхности с H =const называются поверхностями постоянной средней кривизны. Для случая Н = 0 эти поверхности имеют специальное название - минимальные поверхности . Иногда их еще называют мыльными пленками, а поверхности с Н = const =0  мыльными пузырями.

Минимальные поверхности в живой природе.

Еще начиная с XVIII столетия было известно, что многие конкретные задачи физики, химии, биологии сводятся к анализу минимальных поверхностей. Приведем пример из био​логии. Оказывается, минимальные пленки широко распространены в при​роде как наиболее экономичные поверхности, формирующие скелеты не​которых живых организмов. Наиболее эффектным примером являются радиолярии - микроскопические морские животные.

По-видимому, первым, кто обратил особое внимание на то, что поверх​ностное натяжение играет существенную роль в создании форм этих живых существ, был Томпсон, автор книги "Рост и форма" . Радиолярии состоят из небольших комочков протоплазмы, заключенных в пенообразные формы, наподобие мыльных пузырей и пены. Поскольку эти организ​мы достаточно сложны, то минимальные поверхности, входящие в их состав, имеют, вообще говоря, много точек ветвления и трехкратных особых ребер, на которых и концентрируется основная масса жидкости, входящей в состав организма. Эта концентрация жидкости вдоль особых ребер и око​ло особых точек хорошо видна на реальных мыльных пленках. Жидкость стекает с пленки свободно до тех пор, пока не встречает ребро. Здесь жид​кость тормозится и оседает,образуя водяные отрезки, визуально выделяю​щие особые ребра. Концентрация жидкости вдоль ребер ветвления приво​дит к тому, что твердые фракции морской воды и соли оседают вдоль ребер и [image: image4.png]


постепенно образуют твердый скелет животного.
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После гибели животного мягкие ткани постепенно исчезают, разрушаются и остается твердый скелетик. Он представляет собой наглядное застывшее изображение («фото​графию») системы ребер ветвления, возникших в сложной минимальной поверхности, включающей в себя пузыри.
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Кроме того, в формировании твердого скелета радиолярии определенную роль играют и стенки клеток, также аккумулирующие в себе морские соли. На рисунках  показаны три скелета радиолярий. Рисунки взяты из книги: Ernst Haeckel, Report on the Scientific Results of the Voyage of the HMS Challenger during the Years 1873-1876. Возле каждого рисунка  изображены три минимальные поверх​ности с включением мыльных пузырей, натянутые на контуры, являющиеся системой ребер обычного тетраэдра, куба и призмы. Сходство форм ре​альных организмов с указанными пленками поразительно. Видно, что ске​леты радиолярий довольно точно воспроизводят картину ребер ветвления минимальных поверхностей.

И это далеко не единственный пример той роли, которую минимальные поверхности играют в окружающей нас живой природе. Важна роль таких пленок и в химии, где поверхностные взаимодействия на границах раздела сред определяют характер и скорость химических превращений. Примера​ми минимальных поверхностей служат всем нам хорошо известные мемб​раны, встречающиеся как в природных образованиях, так и в некоторых областях человеческой деятельности. Это и барабанная перепонка в ухе, это и мембраны, служащие границами живых клеток и т.п. Основное свой​ство мембраны - стремление занять положение, оптимальное с энергети​ческой точки зрения для данных внешних условий. Поэтому форма мемб​раны в значительной мере определяется внешними воздействиями и, напро​тив, по форме минимальной поверхности можно судить о взаимодействиях, оптимальных для организма. Реальные мембраны обладают еще рядом дру​гих важных свойств: избирательная проницаемость или полупроницаемость, позволяющая клеткам производить обмен ионами.
 Оптимальность и Природа  

В  1744 г. французский ученый Пьер Луи Моро де Мопертюи выдвинул знаме​нитый принцип, ставший известным как принцип наименьшего  действия. В 1746 г. Мопертюи опубликовал ра​боту "Законы-движения и покоя, выводимые из метафи​зического принципа». Этот метафизический принципоснован  на предположении, что Природа всегда действует с величайшей экономией. Исходя из этого положения, Мопертюи выводит следующее заключение: если в природе происходят некоторые изменения, то полное действие, не​обходимое для осуществления этих изменений должно быть минимально возможным.  Параллельно и независимо Леонард Эйлер в 1744 г. получил строгое доказательство того, что принцип наи​меньшего действия может быть использован при  описании  движения материальной точки в поле консервативных сил,  такого, например, как движение планет вокруг Солнца. Эйлер также выдвинул гипотезу, что для каждого явления во Вселенной можно найти свое правило макси​мума или минимума, которому оно подчиняется. Это за​мечание появилось в добавлении к его знаменитой рабо​те 1743 г. «Методы нахождения  кривых линий, которые подчиняются свойству максимума или минимума»- первому учебнику  по вариационному исчислению. Когда в 1746 г. Мопертюи опубликовал свою работу о принципе наименьшего действия, он уже хорошо знал достижения Эйлера, так как кратко описал их в преди​словии. Затем, однако, он добавил: «Это замечание... яв​ляется красивым применением моего принципа к движе​нию планет», тем самым утверждая свой приоритет. Эйлер реагировал на это замечание отказом от права первенства, за что был строго раскритикован некоторыми историками пауки. действия.   Мопертюи, сформулировавший свой принцип  исходя из представления о совершенстве Бога, апробировал его на малом числе примеров, причем некоторые из них он не исследовал до конца. Оказывает​ся, принцип наименьшего действия не  всегда верен. Рассмотрим один из примеров, приведенных Мопертюи - отражение света . Здесь закон наименьшего действия приводит к заключению , что луч  света «выбирает» из всех возможных маршрутов от источника до приемника  тот, который можно пройти за наименьшее время (это правило уже  было сформулировано Ферма). Если свет распространяется в однородной среде, то этот принцип минимума приводит к более простому правилу: [image: image10.png]


луч света движется по наикратчайшему пути, соединяющему источ​ник и приемник.





    А




            Б

 Рассмотрим сферическое зеркало, расположенное в однородной среде. Пусть источник S и приемник Т нахо​дятся симметрично относительно некоторой прямой  l, проходящей через центр сферы. Чем характеризуется траек​тория SMT движения света, испущенного источником S, отраженного зеркалом в точке М и пойманного приемником Т?  В этой ситуации применим знаменитый закон, из​ложенный в приписываемой Евклиду работе «Catoptrica», так называемый законом отражения. Его краткая формули​ровка: угол падения равен углу отражения. На рисунке  показаны две ситуации: выпуклое зеркало и вогнутое зеркало. В обоих случаях точ​ка М является точкой пересечения зеркала и прямой l (мы рассматриваем траектории движения света в плоскости, проходящей через источник, приемник и прямую l). Про​ведем .через точку М эллипс с фокусами в точках S и Т. Если М1 - произвольная точка, лежащая вне эллипса, М2 - внутри него, а М - на нем, и точки S и Т - фо​кусы, то 
(М1S(+(M1 T(>(MS(+(MT(>(M2S(+(M2T(.
Отсюда следует, что в случае выпуклого зеркала траектория SМT действительно имеет наименьшую длину, а для вогнутого зеркала это уже не всегда так. На рис. Б источник S и приемник Т симметричны относительно центра сферы. Как легко видеть, любой путь S M2Т M2( M, короче, чем путь SMT. Таким образом, будет ли природа наиболее эконом​ной или наиболее расточительной, зависит от формы зер​кала. Приводя подобные аргументы, д’Арси показал в 1749 и 1752 гг., что принцип Мопертюи неясно сформу​лирован и, более того, приводит к  некорректным утверж​дениям. Тем не менее, идея оптимальности явлений природы играет большую роль в физике. Математическая форма​лизация этой идеи породила вариационное исчисление, основателями которого обычно считаются Лагранж и три швейцарских математика из Базеля: братья Иоганн и Яков Бернулли и студент Иоганна Берпулли - Леонард Эйлер. 

Минимальные поверхности и оптимальность
Оказывается, формы мыльных пленок  тоже оптимальны в некотором смысле, а именно соответствующие минималь​ные поверхности являются экстремумами  функционала площади. Поясним последнее утверждение. Для этого рас​смотрим  мыльную пленку, затягивающую данный контур. Поверхностное натяжение приводит к тому, что пленка стремится принять форму с наименьшей возможной по​верхностной энергией (это, конечно, приближение, которое тем не менее хорошо работает на практике). Так как по​верхностная энергия прямо пропорциональна площади поверхности, то в результате минимизации поверхностной энергии площадь мыльной пленки оказывается наимень​шей по сравнению с площадями всех достаточно близ​ких поверхностей, затягивающих данный контур. 

Таким образом, мыльные пленки являются локальны​ми минимумами функционала площади. Однако мини​мальные поверхности, т. е. поверхности нулевой средней кривизны, не обязаны минимизировать площадь даже среди всех близких поверхностей (с данной границей). Чтобы пояснить последнее, отметим, что понятие «близ​кие поверхности» может быть определено различными способами. Будем понимать под близкой к данной поверхности М  поверхность, полученную малой деформаци​ей М, неподвижной на границе дМ. Для нульмерной поверхпости М,  т. е. когда М - точка, малая деформация - это малое смещение точки М. В случае, когда размерность поверхвостп М не меньше единицы, можно определить два типа малых деформаций: деформацию с малой ампли​тудой, т. е. когда каждая точка поверхности М недалеко смещается от своего первоначального положения, и де​формацию с малым носителем, когда малой по амплитуде деформации подвергается только достаточно малая об​ласть поверхности М; замыкание такой деформируемой области называется носителем деформации. Деформация с достаточно малым носителем всегда увеличивает пло​щадь минимальной поверхности, поэтому для таких деформаций  минимальные поверхности все же минимизиру​ют площадь. Для деформаций с малой амплитудой это уже не так. Тем не менее для таких деформаций мини​мальные поверхности являются экстремалями (критиче​скими точками) функционала площади. Легко показать, что (конечную) площадь любой по- верхности в R3 всегда можо увеличить сколь угодно малой деформацией этой поверхности, поэтому ни одна поверхвость не может быть локальным максимумом для функционала площади. Критические точки, отличные от локального минимума и локального максимума, как из​вестно, называются седловыми. Минимальные поверхно​сти, соответствующие седловым точкам функционала площади (для деформаций с малой амплитудой), называются неустойчивыми. Если бы нам удалось создать мыльную пленку, имеющую форму неустойчивой минимальной по​верхности, то малые по амплитуде флуктуации этой пленки, всегда существующие в реальном мире, мгновен​но привели бы к ее разрушению - построенная пленка оказалась бы неустойчивой. Итак, минимальные поверхности являются критиче​скими точками функционала площади. Оказывается, вер​но и обратное утверждение: поверхность М, представ​ляющая собой критическую точку функционала площади, рассматриваемого на пространстве всевозможных поверх​ностей, близких (по амплитуде ) к  поверхности М и имею- щия одну и ту же границу дМ, является минимальной, т. е. имеющей нулевую среднюю кривизну. Поверхности постоянной средней кривизны тоже яв​ляются экстремалями некоторого функционала. Их мож​но также получить как экстремали функционала площа​ди, если ограничить возможные деформации. Для приме​ра рассмотрим мыльный пузырь. Если на него подуть, то пленка, прогибаясь в одном месте, будет выпучиваться в другом  таким образом, чтобы объем области, заклю​ченной внутри пузыря, не изменялся. Это наблюдение лежит в основе определения поверхностей постоянной средней кривизны с точки зрения вариационного принци​па. Для замкнутой поверхности, ограничивающей область в R3, в качестве допустимых деформаций рассмотрим лишь те, которые сохраняют объем области, ограниченной этой поверхностью. Условие сохранения объема можно описать и другим способом. Для этого определим функ​цию изменения объема области V, ограниченной поверх​ностью М, при деформации Mt этой поверхности. Рассмот​рим при каждом t=to совокупность областей, заключен​ных  между поверхностями М  и  Mt . Из суммарного объ​ема тех из них, которые лежат вне области V, вычтем суммарный объем тех, которые лежат внутри , и полу​ченное число назовем величиной изменения объема в мо​мент времени t = to. Меняя to, мы получим функцию, которая и называется функцией изменения объема. Ясно, что области, лежащие внутри и вне V  расположены по разные стороны от поверхности М и, таким образом, могут быть определены без использования области V. Последнее замечание позволяет определить функцию изменения объема и для деформации Mt незамкнутой по​верхности М (такой, например, как мыльная пленка, за​тягивающая проволочный - контур, или как полусфера, имеющая своей границей экватор), однако в этом случае необходимо потребовать, чтобы деформация Mt была не- подрижной на границе дМ поверхности М. Скажем, что деформация Mt поверхности М (непод​вижная на границе дМ, если дМ(0) сохраняет объем, если функция изменения объема, построенная по этой деформации, тождественно равна нулю. Оказывается, по​верхности постоянной средней кривизны являются крити​ческими точками функционала площади, ограниченного на пространство деформаций, сохраняющих объем. 

Так как поверхности ненулевой постоянной средней кривизны не являются минимальными поверхностями, то они также не являются критическими точками функционала площади, рассматриваемого на пространстве всевоз​можных деформаций (неподвижных на границе), а не только сохраняющих объем. Таким образом, сужение про​странства допустимых деформаций естественным образом приводит к увеличению числа поверхностей, являющихся критическими точками функционала площади, рассматри​ваемого на этом пространстве. Описание минимальных поверхностей как экстремумов функционала площади оказывается весьма полезным. Такой подход, например, дал возможность решить так на​зываемую проблему Плато, которая заключается в сле​дующем: для любого ли контура существует среди всех поверхностей данного топологического типа, которые его затягивают, поверхность наименьшей площади? Положительное решение этой проблемы в случае, когда контур является простой спрямляемой жордановой кривой (имеет конечную длину), а поверхность имеет топологический тип диска D2, было получено в 1928 г. молодым амери​канским математиком Джесси Дугласом. Однако приве​денное им доказательство оказалось неполным, и до 1931 г. его работы не появлялись в печати. Приблизи​тельно в то же время было опубликовано решение проб​лемы Плато, полученное венгерским математиком Тибором Радо. В течение следующих десятилетий Джесси Дуглас решил также множество других проблем, возникающих в теории минимальных поверхностей. В частности, развитый им мощный математический аппарат позво​лил доказать существование минимальных поверхностей высшего рода, затягивающих один или большее коночное число контуров. За свои достижения Дуглас был удостоен  в 1936 г. высшей награды в области математики - Филдсовской медали.  
�EMBED Word.Picture.8���





�EMBED Word.Picture.8���





�EMBED Word.Picture.8���





�EMBED Word.Picture.8���








[image: image11.png]


[image: image12.png]


[image: image13.png]


[image: image14.png]


_1013424987.doc
[image: image1.png]






_1013424991.doc
[image: image1.png]






_1013425079.doc
[image: image1.png]






_1013424981.doc
[image: image1.png]=








