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Лабораторная работа № 7. Основы численных методов в среде Mathcad
1. Решение трансцендентных уравнений. В общем виде задача сводится к решению уравнения вида f(x,p1,p2,…,pn)=0, где f – заданная функция, x – неизвестная величина, p1,..,pn – параметры задачи. При каждом фиксированном наборе параметров уравнение может иметь как конечное, так и бесконечное число решений, что зависит от физического смысла задачи. Только для простейших уравнений решение x удается найти аналитическими методами, т.е. выразить x через параметры p1,..,pn  в явном виде. В большинстве случаев для этого приходится использовать численные методы. Рассмотрим и реализуем простейшие из них.

Метод дихотомии предполагает, что на отрезке [a,b] расположен 1 корень, который необходимо найти с погрешностью ε На каждом шаге метода отрезок поиска решения [a,b] делится пополам и в точке x*, соответствующей середине отрезка, вычисляется значение f(x*) Корень находится в той половине отрезка, на концах которой функция f(x) имеет разные знаки. Для очередного уточнения корня в точку x* переносится правая граница отрезка, если знаки f(a) и f(x*) не совпадают, либо левая, если не совпадают знаки f(x*) и f(b). После этого шаг метода повторяется. Условием выхода из цикла служит достижение требуемой точности ε, то есть, выполнение условия |a-b|< ε
Метод простых итераций требует перехода от исходного уравнения к эквивалентной форме x=φ(x). Начальное приближение x0 предполагается известным, а шаг метода выполняется по формуле xk+1= φ(xk) до тех пор, пока не выполнится условие |xk+1-xk|< ε
Задание 1. Написать программы, реализующие методы дихотомии и простых итераций с заданной точностью. Решить указанными методами уравнение x4+5x2-x-1=0 на интервале [0,3]

2. Решение систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Встроенные в Mathcad методы решения СЛАУ построены на методе Гаусса и не всегда эффективны, как для слабо заполненных матриц большого размера, так и для плохо обусловленных матриц, строки которых близки к линейной зависимости. Для решения таких систем используются итерационные методы. Метод простых итераций основан на преобразовании СЛАУ вида

a11x1+a12x2+…+a1nxn=a1,n+1
a21x1+a22x2+…+a2nxn=a2,n+1
…

an1x1+an2x2+…+annxn=an,n+1
к виду
x1=(a1,n+1- a12x2-…-a1nxn)/a11
x2=(a2,n+1-a21x1- …-a2nxn)/a22
…

xn=(an,n+1-an1x1-an2x2-…-ann-1xn-1)/ann
Задав столбец начальных приближений x10,x20,…,xn0, подставим его в правые части преобразованной системы и вычислим новые приближения x11,x21,…,xn1, которые опять подставим в систему и т.д. Процесс можно видоизменить, если использовать приближения к решениям, уже найденные на текущем шаге метода. Такое изменение известно как метод Зейделя и имеет следующий вид:

x1(m+1)= φ1(x1(m),x2(m),…,xn(m))

x2(m+1)= φ2(x1(m+1),x2(m),…,xn(m))

…

xn(m+1)= φn(x1(m+1),x2(m+1),…,xn-1(m+1),xn(m))

Для сходимости метода Зейделя необходимо, чтобы значения диагональных элементов матрицы СЛАУ были преобладающими по сравнению с другими элементами. Этого можно добиться преобразованием исходной матрицы путем перестановки уравнений и неизвестных. Итерационный процесс заканчивается при выполнении условий |xk(m+1)-xk(m)|< ε

Задание 2. Написать программу решения СЛАУ методом Зейделя и решить систему вида

x1+4x2+2x3=3

2x1+7x2+3x3=4

8x2+x3=-5

3. Интерполяция зависимостей. Зачастую исследуемая функция задана не аналитическим способом, а табличным – когда значения функции известны только для дискретного набора значений аргументов. Приближение функции f(x), для которой на интервале [a,b] известны значения f(x0),f(x1),…,f(xn) более простой функцией φ(x) называют интерполяцией. Близости функции φ(x) к исходной зависимости f(x) добиваются введением в интерполирующую функцию φ(x) свободных параметров c0,c1,…,cn и их соответствующим их выбором, например, из условия совпадения значений φ(xi) и f(xi) Такая φ(x) называется каноническим полиномом и вычисляется по следующему алгоритму:

φ(x)=Pn(x)=c0+c1x+c2x2+…+cnxn
Коэффициенты ci определяются из решения СЛАУ вида

c0 + c1x0 + c2x02 + …. + cnx0n = f(x0)

c0 + c1x1 + c2x12 + …. + cnx1n = f(x1)

…

c0 + c1xn + c2xn2 + …. + cnxnn = f(xn)

Другая форма интерполяционного полинома, называемая полином Лагранжа, имеет вид
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Задание 3. Написать программы построения канонического полинома и полинома Лагранжа и построить эти полиномы по следующим данным:

	X
	0
	1
	2
	3

	F(x)
	0
	0.5
	0.866
	1


Интерполяция полиномами не всегда дает удовлетворительный результат, например, при интерполяции сильно и неравномерно изменяющихся функций, несмотря на выполнение условий Лагранжа в узлах интерполяции, интерполяционная кривая может иметь значительное отклонение от исходной функции между узлами, а повышение степени интерполяционного полинома приводит не к уменьшению, а к увеличению погрешности. Для проведения гладких кривых через узловые значения функции используют полиномы, называемые сплайн-приближениями. Наиболее распространены кубические интерполяционные сплайны, которые на интервалах [xi-1,xi] представляют собой кривые третьего порядка, имеющие 2 непрерывных производных:

φi(x)=ai+bi(x-xi-1)+ci(x-xi-1)2+di(x-xi-1)3 ,где i=1,2,…,n – номер сплайна

Коэффициенты ai,bi,ci,di сплайнов определяются из условий  Лагранжа и условий непрерывности первой и второй производных в узлах интерполяции. Кроме того, необходимо задать граничные условия, т.е. определить поведение сплайна в точках x0 и xn. В простейшем случае эти условия имеют вид φ’’1(x0)= φ’’n(xn)=0 После преобразований, вычисление коэффициентов такого сплайна можно свести к формулам:

1) k1=0, c1=0

2) a=xi-xi-1,b=xi-1-xi-2,r=2(a+b)-bci-1,ci=a/r, 
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для i=2,3,…,n
3) cn=kn
4) ci=ki-cici+1, для i=n-1,n-2,…,2

Остальные коэффициенты определяются по формулам: ai=f(xi-1), 
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Задание 4. Написать программу вычисления кубического интерполяционного сплайна и построить сплайн по данным таблицы, приведенной в задании 3.

4. Метод наименьших квадратов. Если набор экспериментальных данных получен со значительной погрешностью измерения, применение интерполяции Лагранжа или интерполяционных сплайнов теряет смысл. В этом случае необходимо провести аппроксимирующую кривую, которая не проходит через экспериментальные точки, но в то же время отражает исследуемую зависимость, а также сглаживает возможные «аномальные» измерения, сильно отклоняющиеся от общей картины восстанавливаемой зависимости. Метод построения аппроксимирующей функции φ(x) из условия минимума квадратов отклонений φ(x) от f(x) по всем узлам называют методом наименьших квадратов (МНК). Наиболее распространен способ выбора φ(x) в виде линейной комбинации:

φ(x)=c0φ0(x)+ c1φ1(x)+…+ cmφm(x), где φ0(x),… φm(x) – базисные функции, m≤n, с0,…,cn – коэффициенты, определяемые из условия минимизации функционала квадратов отклонений 
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При выборе базиса в виде последовательности степеней аргумента x, т.е. при φ0(x)=1, φ1(x)=x,…, φm(x)=xm определение коэффициентов c0,….,cn функционала МНК сводится к решению системы уравнений Г*c=0, где Г – матрица размерностью (m+1)*(m+1) с элементами вида
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Задание 5. Написать программу, реализующую метод наименьших квадратов. По произвольному набору из 10 точек [xi,f(xi)] построить кривые МНК 1,2 и 3 порядка.
5. Вычисление интегралов. К численному вычислению определенного интеграла вида 
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 прибегают тогда, когда нельзя через элементарные функции аналитически записать первообразную интеграла или такая запись имеет сложный вид. Сущность большинства методов численного интегрирования состоит в замене подынтегральной функции f(x) аппроксимирующей функцией φ(x), для которой можно легко записать первообразную в элементарных функциях. Простейшим методом численного интегрирования является метод прямоугольников, когда приближенное значение интеграла определяется как сумма площадей прямоугольников, нижними сторонами которых являются длины отрезков интегрирования, а длины боковых сторон соответствуют значениям функции f(x) в одной из точек отрезка:
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, где h=xi+1-xi 
В методе трапеций расчет интеграла выполняется по формуле
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Здесь подынтегральная функция на отрезке [xi,xi+1] заменяется полиномом первой степени, то есть прямой, соединяющей точки f(xi) и f(xi+1), и значение интеграла складывается из трапеций, каждая из которых образована такой прямой и линиями x=xi, x=xi+1, f(x)=0.
В методе Симпсона подынтегральная функция заменяется интерполяционным полиномом второй степени, проходящим через три соседних узла xi,xi+1,xi+2. При этом, на отрезке [xi,xi+2] значение интеграла имеет вид
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Этот метод имеет более высокую точность, так как функция на каждом отрезке приближается полиномом более высокого порядка.

Задание 6. С помощью программ метода прямоугольников и метода трапеций вычислить значение нескольких произвольных определенных интегралов.  Сравнить найденные значения с точными значениями интегралов. 
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