6. ЗАДАЧА О НАЗНАЧЕНИИ

Задача о назначении является частным случаем транспортной задачи. Эта задача была опубликована венгерским математиком Е. Эгервари в 1932 г. как задача транспортного типа.
1. Постановка задачи

Найти оптимальное распределение m работ между n исполнителями при заданной матрице затрат (эффективности) 
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, где cij характеризуют затраты, связанные с исполнением i-й работы j-м исполнителем при следующих условиях:

1) каждый исполнитель может исполнять только одну работу;

2) каждая работа может выполняться только одним исполнителем.

2. Математическая модель задачи

Пусть m = n. Введем переменные:
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Очевидно, что условия 1 и 2 приводят к следующей системе ограничений:
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(2)

Среди значений xij, удовлетворяющих системе ограничений, найти такие, при которых функция цели
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(3)

достигает минимального (максимального) значения.

3. Теоремы, на которых основан алгоритм решения задачи

Теорема 1. Решение задачи о назначении не изменится, если к элементам каждой строки (столбца) прибавить или вычесть одно и то же число.
Теорема 2. Если все элементы матрицы затрат cij ( 0 и можно отыскать набор значений xij такой, что 
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, то это решение 
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– оптимально.

Решить задачу о назначении в принципе можно, как и любую транспортную задачу, методом потенциалов. Однако, в силу вырожденности задачи о назначении, при ее решении возникают определенные трудности. Поэтому для ее решения созданы специальные методы. Рассмотрим один из них, идея которого состоит в преобразовании матрицы C с целью получения достаточного количества нулевых элементов, чтобы можно было воспользоваться теоремой 2. для нахождения оптимального решения.

4. Алгоритм решения задачи о назначении (Z ( min, m = n)

1. В каждой строке матрицы C находят минимальный элемент и вычитают его из элементов этой строки.

2. В каждом столбце матрицы C находят минимальный элемент и вычитают его из элементов этого столбца.

3. Проводят минимальное число вертикальных и горизонтальных линий, пересекающих, по крайней мере, один раз все нули.

4. Если минимальное число линий равно n, то находят оптимальное решение, используя теорему 2, вычисляют соответствующее значение Zmin и прекращают решение.

Если число линий меньше n, то переходят к пункту 5.

5. Находят минимальный элемент среди неперечеркнутых элементов. Вычитают это число из всех элементов матрицы C, через которые не проведена ни одна линия, и прибавляют к элементам, через которые проведены две линии. Остальные элементы матрицы C остаются без изменения. Переходят к пункту 3.

5. Пример решения задачи о назначении с минимизацией целевой функции

Рассмотрим случай, когда m = n.

Пример 1. Фирма располагает тремя видами оборудования, которые могут выполнять свои функции на любой из трех торговых площадок. Затраты на доставку оборудования заданы матрицей:
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,где 
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 – затраты на доставку оборудования i-го вида на j-ю площадку. Составить такой план доставки оборудования, чтобы оборудование каждого вида было доставлено только на одну площадку и на каждой торговой площадке работал только один вид оборудования, и при этом  суммарные затраты   по    доставке   оборудования   были   бы   наименьшими.

Составить математическую модель и решить задачу.
Решение. Сначала составим математическую модель задачи. Для этой цели введем переменные:
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тогда матрица
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 – план доставки.

Очевидно, что эта матрица будет состоять только из 0 и 1. Причем, так как количество видов оборудования m равно количеству площадок n (m = n = 3), то каждый вид оборудования получит свою площадку и на каждой площадке будет расположен какой-то один вид оборудования. Это означает, что в матрице X всего будет три единицы, а остальные – нули.

Внесем все исходные данные и xij в таблицу, где 
[image: image11.wmf])
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 – количество оборудования i-го вида, 
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 – количество торговых площадок j-го вида. Получаем частный случай транспортной задачи, когда ai = bj = 1.

	ai                                    bj
	1
	1
	1

	1
	4
	5
	1

	
	x11
	x12
	x13

	1
	2
	3
	1

	
	x21
	x22
	x23

	1
	9
	6
	1

	
	x31
	x32
	x33


Требование, что каждый вид оборудования должен быть доставлен только на одну площадку, говорит о том, что в каждой строке матрицы X находится только одна 1, а остальные – нули.

Это дает три условия-равенства:

x11 + x12 + x13 = 1,

x21 + x22 + x23 = 1,






(4)

x31 + x32 + x33 = 1.

Аналогично требование, что на каждой площадке должен работать только один вид оборудования, говорит о том, что в каждом столбце матрицы X находится только одна 1, а остальные – нули.

Это дает еще три условия-равенства:

x11 + x21 + x31 = 1,

x12 + x22 + x32 = 1,






(5)

x13 + x23 + x33 = 1.

Среди значений переменных, удовлетворяющих условиям (1–2), найти такие, при которых функция цели

Z = 4x11 + 5x12 + x13 + 2x21 + 3x22 + x23 + 9x31 + 6x32 + x33
достигает наименьшего значения.

Итак, получаем математическую модель задачи:

Z = 4x11 + 5x12 + x13 + 2x21 + 3x22 + x23 + 9x31 + 6x32 + x33 ( min

при ограничениях:
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Будем искать оптимальное решение, используя алгоритм.

1. Из каждой строки матрицы C вычтем ее минимальный элемент.
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2. Из каждого столбца полученной матрицы вычтем его минимальный элемент.
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3. В полученной матрице наименьшим числом горизонтальных и вертикальных линий вычеркнем все нули матрицы.
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	Так как число линий равно 2, что меньше n = 3, то переходим к пункту 5 алгоритма.


Находим минимальный элемент среди неперечеркнутых элементов: min = 2. Вычитаем min из невычеркнутых, прибавляем к дважды вычеркнутым, а остальные, вычеркнутые один раз, элементы оставляем без изменения. Получаем новую матрицу:
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	min = 2
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	Переходим к пункту 3 (см. алгоритм)


В новой матрице наименьшим числом линий вычеркиваем все нули:
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	Так как число линий равно 3 и равно n = 3, то «по нулям» находим оптимальное решение, согласно теореме 2.


В последней матрице найдем строку или столбец, где находится единственный нуль. Это третья строка. В ней единственный нуль 
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. Подчеркнем его. Это означает, что оборудование 3-го вида должно быть доставлено на 3-ю торговую площадку.
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	Следовательно, согласно условию задачи, на третью площадку ни первого, ни второго вида оборудования поступить не может.


Поэтому в третьем столбце вычеркнем «крестом» все остальные нули. Они не могут быть подчеркнуты. Соответственно, в матрице 
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 – оптимальном решении задачи элемент 
[image: image23.wmf]1

*

33

=

x

, а элементы 
[image: image24.wmf]0

*

23

*

13

*

32

*

31

=

=

=

=

x

x

x

x

. Получаем:


[image: image25.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

1

0

0

0

0

*

X

.

Оставшиеся четыре нуля могут быть подчеркнуты двумя способами:

	либо так:
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	либо так:
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Получили два возможных варианта решения задачи. Так как затраты по обоим вариантам одинаковы (Zmin = 8), то фирма может выбрать любой из них.

Теперь рассмотрим случай m ( n.
Пример 2. В вычислительном центре имеется четыре ЭВМ разных конструкций: М1, М2, М3, М4. На этих машинах ежедневно решают задачи трех типов: З1, З2, З3. Стоимости решения в зависимости от задачи и от машины различны и заданы в таблице:

	
	З1
	З2
	З3

	М1
	20
	60
	80

	М2
	10
	20
	50

	М3
	10
	50
	90

	М4
	20
	70
	90


Как распределить задачи между машинами, чтобы суммарные затраты на решение трех задач были наименьшими?

Решение. Сначала составим математическую модель. Введем переменные:
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Тогда матрица
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 – план закрепления задач за машинами.

Если, без использования алгоритма, начать распределение, например с 1-й машины, то, учитывая стоимость, на 1-й машине следует решать первую задачу (стоимость равна 20, что меньше 60 и 80). На 2-й машине – вторую задачу (1-ю уже нельзя выбрать). На 3-й – третью задачу (нет выбора), а 4-я машина будет простаивать. Тогда план закрепления будет иметь вид:
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При этом стоимость выполнения задач будет равна
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Это лишь один из возможных вариантов допустимого решения. Но отсюда мы можем сделать очень важный вывод: так как одна из машин должна простаивать, то в матрице решения одна из строк будет состоять из нулей. Так как заранее неизвестно, какая строка, то сумма элементов xij в каждой строке в матрице решения X будет либо равна, либо меньше 1, а сумма элементов xij в каждом столбце матрицы X будет равна единице.

И система ограничений примет вид:
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А стоимость работы, согласно плану закрепления X, будет равна:

Z = 20x11 + 60x12 + 80x13 + 10x21 + 20x22 + 50x23 + 10x31 + 50x32 +

+ 90x33 + 20x41 + 70x42 + 90x43,

которую нужно минимизировать.

Получаем математическую модель задачи:

Z = 20x11 + 60x12 + 80x13 + 10x21 + 20x22 + 50x23 + 10x31 + 50x32 +

+ 90x33 + 20x41 + 70x42 + 90x43 ( min
при ограничениях:
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Для решения задачи необходимо перейти к закрытой модели, т.е. к исходной матрице C добавить нулевой столбец (введем 4-ю, фиктивную, работу):
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Получим матрицу четвертого порядка (n = 4). А дальше начинаем решать как предыдущую задачу.
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Так как число линий равно 3, что меньше порядка матрицы n = 4, то, согласно алгоритму, переходим к пункту 5, т.е. находим минимальный элемент из невычеркнутых (min = 10), прибавляем его к дважды вычеркнутым, а вычеркнутые один раз элементы оставляем без изменения. Получаем матрицу:
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	Вычеркиваем все нули наименьшим числом линий.


Так как снова число линий равно 3, что меньше n = 4, то повторяем действия пункта 5. Получаем:

	
[image: image41]
min = 20
	
[image: image42.wmf]C

¢

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

0

10

20

0

10

20

10

0

30

0

0

20

0

0

10

0

.
	В матрице 
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 наименьшее число линий, вычеркивающее все нули матрицы, равно 4. Следовательно, можно искать оптимальное решение «по нулям» матрицы 
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Находим в матрице 
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¢

 строку или столбец с единственным нулем. Это третья строка. В ней 
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. Подчеркнем его. В первом столбце все остальные нули вычеркнем. Получаем матрицу:
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	Это означает, что в оптимальном решении 
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, т.е. третья ЭВМ будет выполнять первую задачу.


Следовательно, никакие из оставшихся задач она решать не будет, т.е. 
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. Но, согласно условию задачи, ни первая, ни вторая, ни третья ЭВМ тогда не могут решать первую задачу, т. е. 
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В матрице 
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 среди неотмеченных нулей находим строку или столбец с единственным нулем. Этому условию удовлетворяет ноль в четвертой строке (
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). Подчеркнем его, вычеркнув при этом все нули в четвертом столбце. Тогда в матрице X* элемент 
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. Получаем:
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Это означает, что четвертая ЭВМ будет выполнять четвертую фиктивную работу.

В матрице 
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 среди невыделенных нулей единственный ноль (
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) находится в первой строке. Подчеркнем его. При этом вычеркнем все нули в третьем столбце. По аналогии в матрице X* элемент 
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Подчеркиваем последний невыделенный ноль (
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), единственный во второй строке и получаем:
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Так как последний столбец фиктивный, то, отбросив его, получим оптимальный план исходной задачи:
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, а Zmin = 80 + 20 + 10 = 110 – суммарные затраты.

Интерпретация результата: в оптимальном варианте четвертую машину включать не следует. Первую задачу решать на третьей машине, вторую задачу – на второй машине, а третью задачу – на  первой  машине. При этом затраты ВЦ составят 110 единиц.

6. Решение задачи о назначении с максимизацией целевой функции

Задача о назначении с максимизацией целевой функции может быть сведена к задаче с минимизацией целевой функции, напрмер, следующим образом. Выберем 
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 и составим новую матрицу 
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Очевидно, решение задачи о назначении с максимизацией целевой функции 
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 должно совпадать с решением задачи о назначении с минимизацией целевой функции 
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7. Пример решения задачи о назначении (Z ( max)

Фирма объединяет пять предприятий, каждое из которых производит пять видов изделий. Производительность каждого из предприятий при изготовлении одного изделия (в денежных единицах) характеризуется следующей таблицей:

	Предприятия
	Изделия

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	3
	10
	3
	8
	 2

	2
	9
	10
	9
	8
	13

	3
	5
	 7
	6
	4
	 2

	4
	4
	 2
	7
	3
	 4

	5
	5
	 3
	9
	5
	11


Учитывая необходимость специализации каждого предприятия только по одному изделию, распределить производство изделий по предприятиям так, чтобы суммарная производительность фирмы при этом распределении была максимальной.

Решение. Cоставим математическую модель задачи. Для этой цели введем переменные:
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тогда матрица
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 – план распределения.

        Математическая модель будет иметь вид:

Z = 3x11+10 x12 +3x13 +8x14 +2x15 +9x21 +10x22 +9x23 +8x24 +13x25 +5x31 +7x32 +6x33 +4x34 +2x35 +4x41 +2x42 +7x43 +3x44 +4x45 +5x51 +3x52 +9x53 +5x54 +11x55
[image: image75.wmf]®
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при ограничениях:

х11 + х12 +х13 +х14 +х15 = 1,

х21 + х22 +х23 +х24 +х25 = 1,

х31 + х32 +х33 +х34 +х35 = 1,

х41 + х42 +х43 +х44 +х45 = 1,

х51 + х52 +х53 +х54 +х55 = 1,

х11 + х21 +х31 +х41 +х51 = 1,

х12 + х22 +х32 +х42 +х52 = 1,

х13 + х23 +х33 +х43 +х53 = 1,

х14 + х24 +х34 +х44 +х54 = 1,

                               х15 + х25 +х35 +х45 +х55 = 1,   xij
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Для получения оптимального решения перейдем к задаче о назначении с минимизацией целевой функции (см. п. 6).

Исходная матрица имеет вид:
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Вычитая элементы строк соответственно из чисел 10, 13, 7, 7, 11, получим  матрицу 
[image: image79.wmf]C
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.  Затем, используя алгоритм решения задачи о назначении с минимизацией целевой функции (см. п. 4), получим:
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[image: image81]
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(так как число линий 4<n, n=5)
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Тогда оптимальное решение: 
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и Zmax = 8 + 9 + 7 + 7 + 11 = 42.
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