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3. Графический метод решения ЗАДАЧИ ЛП
Рассмотрим графический метод решения в стандартной форме с 2 переменными:
Найти вектор 
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, удовлетворяющий системе ограничений:
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(1)
для которого функция цели Z = c1x1 + c2x2 → max
Шаг 1. Построение ОДР задачи;
Из неравенства 
[image: image3.wmf]b

x

a

x

a

£

+

2

2

1

1

очевидно, что уравнение граничной прямой 
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 разбивает плоскость на 2 полуплоскости. Отсюда геометрической интерпретацией множества решений линейного неравенства является полуплоскость, лежащая по 1 сторону от граничной прямой, включая саму прямую.

Чтобы определить искомую полуплоскость, нужно взять точку, не принадлежащую граничной прямой, и проверить, отвечают ли ее координаты данному неравенству. Если да - искомой является та полуплоскость, которой принадлежит точка, иначе – другая полуплоскость.

Пример 1. Неравенство 
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 : искомая полуплоскость изображена стрелками
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точка О(0,0) удовлетворяет неравенству 
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Для системы линейных неравенств (1) общая часть (пересечение) всех полуплоскостей, соответствующих неравенствам, будет представлять собой ОДР системы.

Возможные виды ОДР:
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	а) Выпуклый многоугольник
	б) неограниченная выпуклая многоугольная область
	в) единственная точка
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	г) пустое множество
	д) прямая линия
	е) луч
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	ж) отрезок
	
	


Пример.2. Построить ОДР с-мы лин. неравенств:
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ОДР - выпуклый многоугольник.
Шаг 2. Нахождение среди точек ОДР точки X, в которой Z(X) = max 

Цель 
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 при фиксированном Z определяет прямую, а при изменении Z – семейство параллельных прямых (линии уровня). 
Вектор 
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- градиент функции Z, он перпендикулярен линиям уровня и показывает направление наибольшего возрастания функции. Т.к. 
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, то 
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Изобразив на чертеже ОДР, градиент и линию уровня 
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,  найдём координаты последней общей точки вектора 
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и ОДР. Эта точка - оптимальное решение задачи 
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)T. Для нахождения X* решаем СЛАУ размерностью 2*2 с уравнениями, соответствующими прямым, пересекающимся в точке оптимума. Подставив 
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 в функцию Z, получим 
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Z = max в точке М
Пример 3. Решить графически:
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Построим ОДР. Для 1-го неравенства уравнение граничной прямой имеет вид 5x1 – 2x2 = 4.

Его удобно привести уравнение к виду 
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, где a и b – отрезки, отсекаемые на осях OX1 и OX2. Отсюда 
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(I)

Так как координаты точки (0, 0) не удовлетворяют неравенству (5( 0  – 2( 0 < 4), то ОДР не включает начало координат. Аналогично построим граничные прямые для 2 и 3 неравенств. 






2x1 + 5x2 = 4,
либо
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(II)






3x1 + 2x2 = 12,  либо
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(III)

ОДР = общей области полуплоскостей, ограниченных граничными прямыми (I), (II), (III) - выпуклый четырехугольник.

Т.к. 
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Перемещая линию уровня Z=0 параллельно самой себе в направлении вектора 
[image: image41.wmf]c

, найдем точку, через которую линия уровня пройдет что в крайнем положении. Этому положению линии уровня соответствует Z = Zmax.

Для нахождения координат точки решим систему уравнений граничных прямых (I) и (III):


[image: image42.wmf]î

í

ì

=

+

=

-

.

12

2

3

,

4

2

5

2

1

2

1

x

x

x

x


В результате получим: x1 = 2, x2 = 3. Подставляя эти значения в целевую функцию, найдем Zmax = 2 + 2(3 = 8.
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Пример 4. Решить графически:
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Построим ОДР графическим методом. 
ОДР – выпуклая неограниченная область. 
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. При параллельном переносе линии уровня в направлении вектора 
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 замечаем, что такое перемещение можно производить неограниченно. Следовательно, функция Z не имеет решения из-за неограниченности целевой функции.
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Пример 5. В условии задачи 4 найти минимальное значение функции Z.

Для решения воспользуемся построенными ОДР, 
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 и линией уровня.

Линии уровня Z параллельны отрезку AB, решений бесконечно много.
Для вычисления 
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 определим решения 
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 и 
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, соответствующие вершинам A и B.

Для точки A: решаем совместно 1-е и 3-е уравнения, 
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1

X

 = (3; 1) – коорд. точки A.

Для точки B: решаем совместно 1-е и 2-е уравнения, 
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 = (1; 4) – коорд. точки B
Уравнение отрезка, соединяющего точки 
[image: image57.wmf]x

x

¢

¢

¢

и

, имеет вид:


[image: image58.wmf]1

0

где

,

)

1

(

£

£

¢

¢

+

¢

-

=

t

x

t

x

t

x

.

Подставив в это уравнение найденные оптимальные решения, получим формулу для определения любого оптимального решения (общее решение):
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 = (1 – t) (3; 1)T + t(1; 4)T,

[image: image60.wmf]1

0

£

£

t

,

после выполнения действий над векторами:
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Придавая t значения от 0 до 1, будем получать различные оптимальные решения.

Z(A) = 3(3 + 2(1 = 11,

или 
Z(
[image: image64.wmf]*

X

) = 3((3 – 2t) + 2((1 + 3t) = 11.

Возможные случаи при решении задачи ЛП
1. Решение существует и единственно. Max(Z) достигается в точке A

[image: image65]
[image: image66.wmf]2

x











.

2. Решение существует, но не единственно.

[image: image67]
Сторона BC многоугольника OABCD параллельна прямой c1x1 + c2x2 = 0 (линии уровня Z). Решения – точки отрезка BC. Имеет место альтернативный оптимум, решение записывается в виде:
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3. Задача не имеет решения
а) целевая функция не ограничена.



б) ОДР пуста
Вопросы для самопроверки

1. Запишите основную задачу ЛП в общем виде.

2. Запишите модель задачи ЛП в стандартной и канонической формах. Матричная форма моделей.

3. Как сводится задача минимизации целевой функции к задаче максимизации?

4. Какова геометрическая интерпретация решения линейных неравенств с одной, двумя, тремя переменными?

5. Что называется допустимым решением и ОДР задачи математического программирования?

6. Какова геометрическая интерпретация решения системы линейных неравенств с двумя переменными?

7. Постройте линию уровня целевой функции 
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, соответствующую значению 
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8. Чем определяется направление скорейшего возрастания целевой функции? Постройте 
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для функции 
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9. Что называется оптимальным решением задачи ЛП?

10. Какие случаи возможны при нахождении ОДР?

11. Как выражается оптимальное решение при наличии альтернативного оптимума?

12. Какие случаи возможны при решении задачи ЛП?
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