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Введение

Развитие механики в XVII веке  происходило в непосред​ственном переплетении с прогрессом математического анализа, гораздо более тесном, чем ранее. В XVII в. задачи механики оказывали мощное влияние на математику, и к их решению постоянно привлекались различ​ные инфинитезимальные приемы. 

Многие трудные задачи общей и небесной механики были тесно свя​заны с практическими работами. Такова была давно поставленная пробле​ма определения долготы в открытом море. В 1733 г. английский парламент назначил премию в 20 000 фунтов стерлингов за удовлетво​рительное решение этой проблемы, хотя бы с точностью до полградуса (впоследствии требования к точности повысились). 

Академии наук специально поощряли исследования по прикладной ма​тематике, организуя международные конкурсы и назначая высокие пре​мии за лучшие работы. Таковы были многочисленные конкурсы по тео​рии движения планет и комет, неоднократно объявлявшиеся Парижской и Петербургской академиями, конкурс Парижской академии по теории мор​ских приливов и отливов, целый ряд конкурсов по вопросам кораб​лестроения и кораблевождения, компасному делу, оптической технике и т. д.

Математиков привлекали и непосредственно, как экспертов, к решению различных технических вопросов, что, разумеется, в той или иной мере направляло их теоретические интересы. 

1. Основные направления математики 18 века

Если механика оставалась в 18 в. ведущей среди наук о природе, то в математике доминирующее положение продолжал занимать анализ, который — опять-таки подобно механике — разделялся на несколько относительно самостоятельных дисциплин. Эта дифференциация была обусловлена как внутренними потребностями самой математики, так и запросами естествознания, более всего механики, контакт с которой осо​бенно усилился после придания ей аналитической структуры. Собственно дифференциальное и интегральное исчисление распространяется на функции многих переменных; впервые вводятся элементарные функции комплексного переменного, причем методы теории аналитических функций вскоре находят применения в решении уравнений с частными производными и в картографии, которая поставила перед математикой несколько важ​ных и трудных задач. В недрах интегрального исчисления, отчасти в свя​зи с интерполированием последовательностей и с решением дифференци​альных уравнений математической физики, а отчасти в развитие ранее

поставленных геометрических задач, выделяется учение об определенных интегралах и специальных функциях — эллиптических интегралах, ци​линдрических функциях, интегральном логарифме и других. В середи​не XVIII века выделяется, как новая отрасль анализа, теория дифферен​циальных уравнений, разделяющаяся на две ветви — обыкновенных урав​нений и  уравнений с частными производными. 

2. Зарождение и развитие теории

Первыми уравнениями стали прежде всего задачи небесной механики, гидродинамики, физики упругих тел, плоской и пространственной геометрии, технической практики. Исходя из уравнения
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которое  пишется самим Эйлером в виде
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с оговоркой, что P зависит от x и a, при  чем  a при интегрировании рассматривается как константа, требуется найти полный дифференциал

dz=P(x,a)dx+Q(x,a)da

(2.1)

содержащий a уже как переменную величину (параметр). Иначе говоря, зная частную производную 
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требуется найти вторую частную производную
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Полученное при этом дифференциальное равенство (2.1) Эйлер называет модулярным уравнением. Из него надо уметь находить величину z – ординату кривой как функцию x от параметра a. Другими словами, в конкретных случаях надо уметь проинтегрировать равенство (2.1). Именно для решения этой задач –Эйлер доказывал теорему о независимости частных производных от порядка дифференцирования и вводил условие полного дифференциала. Воспользовавшись им,
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Эйлер находит, что
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Учитывая, что
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то формула (2.2) имеет и самостоятельное значение как формула дифференцирования интеграла по параметру. Вывод этой формулы Эйлер позднее включил в первый том своего "Интегрального исчисления" (1768). Беря в качестве P(x,a) различные конкретные функции, Эйлер показывает, какой вид имеет функция Q(x,a). Затем в "Добавлении к исследованию…" он показывает как в конкретных случаях можно проинтегрировать равенство (2.1). В качестве функции P(x,a) Эйлер берет однородную функцию степени 1. Тогда искомая функция z(x,a) должна быть однородной функцией нулевой степени и, следовательно, по свойству такой функции, должно выполняться равенство

P(x,a)*x+Q(x,a)*a=0, т.е. 
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Здесь Эйлер применил известную теперь под его именем теорему об однородных функциях. В силу (2.3)
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Далее Эйлер замечает, что выражение
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Становится  интегрируемым, если его умножить на 1/a, так как
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где c -  произвольная постоянная величина. Поэтому, говорит Эйлер, если в качестве функции P(x,a) взять любую функцию вида 1/a *f(x/a+c), то выражение
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будет интегрируемым. Действительно, тогда можно написать (чего сам Эйлер не делает)
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Конечно, f(x/a+c) здесь молчаливо предполагается интегрируемой.
Далее в своей статье Эйлер в качестве функции P(x,a) берет еще более сложные функции, в частности, однородные любой степени. В первых статьях Эйлера даны примеры интегрирования уравнений в частных производных. Однако, здесь эти уравнения еще не были выделены как особый объект исследования, обладающий своими специфическими свойствами, хотя решение оказалось зависящим от произвольной функции. Вскоре после появления этих работ Эйлера к решению уравнений в частных производных было связано еще несколько задач, первой из которых была задача о колебаниях струны.
3. Первые уравнения математической физики

Начало интенсивной разработке методов математической физики положила, главным образом, статья Даламбера о свободных колебаниях конечной идеальной однородной струны, закрепленной в обоих концах, посланная им Берлинской академии наук в конце XVII-го века и одобренная Эйлером. Основное содержание статьи (в наших обозначениях) составило отыскание общего решения волнового уравнения
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в виде суммы двух произвольных функций y=f1(x+t)+f2(x-t), а затем определение этих функций по начальным и граничным условиям

y(x,0)=φ1(x), 
[image: image17.wmf])
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(L-длина струны). Даламбер рассмотрел и вопрос об условиях, которые надо, по его мнению, наложить на начальную форму и начальную скорость струны для существования решений,  или, во всяком случае, для возможности решению по его методу. Часть этих условий он сформулировал явно, а одно из них лишь молчаливо имел в виду,  и явно высказал его несколько позднее в специальном "Добавлении" к своей работе, напечатанном в записках Берлинской академии за 1750-1752 гг. Это последнее условие заключалось в требовании, чтобы начальная форма струны, то есть функция φ1(x) и кривая скоростей, т.е. функция φ2(x) (а значит, и функции f1 и f2, входящие в общее решение дифференциального уравнения), выражались каждая каким-нибудь определенным уравнением.

Вслед за Даламбером задачей о струне занялся Эйлер, представивший свою первую статью по этому вопросу Берлинской академии 16 мая 1748 года. Во многом отправляясь от результатов своего предшественника, Эйлер решительно разошелся с ним в вопросе о классе допустимых функций. Руководствуясь физическими соображениями и стремясь к большей, по возможности, общности решения уравнений с частными производными, Эйлер отверг требование Даламбера ограничить класс допустимых функций непрерывными функциями. С его точки зрения, начальная форма струны и кривая скоростей могут быть столь же произвольными, как любая сплошная (однозначная) кривая, произвольно описываемая начертанием руки, совершенно независимо от того, выражается ли эта кривая одним уравнением или же она иррегулярная, то есть, смешанная, или вообще невыразима с помощью каких бы то ни было уравнений. Даламбер не согласился с Эйлером и так начался спор о природе функций, входящих в решение уравнений с частными производными, в который были вовлечены почти все крупные математики нескольких поколений.

В процессе решения этой знаменитой задачи уже стали проявляться характерные особенности теории уравнений в частных производных. В дальнейшем, в связи с решением других конкретных вопросов механики, физики, геометрии, наметились и основные направления развития теории дифференциальных уравнений в частных производных. Начиная с 1740 года, на  протяжении около 3 десятилетий в области уравнений в частных производных накопилось уже столько результатов, что можно было подвести и некоторые итоги. Огромное число этих результатов было получено Л.Эйлером. Первый систематический обзор формирующейся теории дифференциальных уравнений в частных производных был сделан им же в третьем томе его "Интегрального исчисления" (1770). Наряду с Эйлером теорию дифференциальных уравнений в частных производных в указанный период интенсивно разрабатывали Ж.Даламбер и Д.Бернулли. В последней трети XVIII века новые идеи в области теории уравнений в частных производных были даны в трудах следующего поколения математиков – Ж.Л.Лагранжа, П.С.Лапласа и Г.Монжа.

Начиная с 30-х годов XVIII века – времени появления открытий Эйлера и А. Клеро, связанных с полным дифференциалом функции многих переменных и новых подходов к решению простейших дифференциальных уравнений в частных производных, в области таких уравнений был накоплен значительный опыт. Было получено большое число конкретных уравнений в частных производных, к которым приводили задачи механики, астрономии, физики и геометрии. Стало ясным огромное значение таких уравнений в развитии точного естествознания. Начали формироваться и получили значительное развитие важнейшие методы решения уравнений в частных производных – гиперболического и эллиптического типа. Из основных 3 типов уравнений с частными производными 2-го порядка, известных в настоящее время, в XVIII веке еще не рассматривались уравнения параболического типа. С ними математики встретились уже в самом начале следующего столетия в теории теплопроводности. В 1807 году Фурье впервые вывел общее уравнение теплопроводности в изоморфном твердом теле, как мы теперь говорим, параболического типа 
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и, решая его, глубоко разработал мощный, носящий теперь его имя, метод разделения переменных.

Этот метод и будет рассмотрен в данной работе. Но для начала дадим современные определения и рассмотрим примеры.

4. Понятие о дифференциальных уравнениях, содержащих частные производные

Пусть функция  u описывает некоторый физический процесс. Всякий процесс протекает в пространстве, точки которого можно характеризовать декартовыми прямоугольными координатами ( x, y, z ) и  во  времени t .Поэтому в общем случае функция и является функцией четырех переменных: u=u(x,y,z,t). Дифференцируя функцию u, получаем частные производные 
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 и т. д. В данном процессе эти производные связаны известными соотноше​ниями, и таким образом, мы приходим к дифферен​циальному уравнению, содержащему част​ные производные.

Для физических приложений особый интерес представляют дифференциальные уравнения, для которых входя​щие в них старшие частные производные имеют второй порядок (так называемые дифференциальные, уравнения второго порядка). К числу их относятся уравнения газо​вой динамики, уравнения гидродинамики, математические уравнения электромагнетизма (уравнения Максвелла) и многие другие. Поэтому дифференциальные уравнения с частными производными второго порядка получили на​звание уравнений математической физики.

Ограничимся для простоты случаем двух независимых переменных х, у:

u=u(х, у). Наиболее исследованы уравнения второго порядка вида
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где a,b,c,f – заданные функции от x,y,u, du/dx, du/dy. Такое уравнение называется уравнением эллиптического типа, если в рассматриваемой области ac-b2 >0, гиперболического типа в случае ac-b2 <0 и параболического типа если ac-b2 =0.
Введем сокращенные обозначения 
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Тогда общий вид дифференциального уравнения второго порядка для неизвестной функции u следующий:

F(x,y,u,Ux,Uy,Uxx,Uyy)=0

(4.1)

где F — известная функция.

Всякая функция u=φ(х, у), обращающая уравнение (4.1) в тождество, называется его решением; график решения носит название интегральной поверхности.

Пример 1 Найти u=u(х, у), если
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(4.2)

Уравнение (4.2) можно записать в следующем виде:
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Отсюда следует, что   
[image: image24.wmf]dy
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   не зависит от у, т. е. яв​ляется функцией только неременной х. Таким образом, из (4.3) вытекает
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где С1(x)— произвольная функция.

Интегрируя уравнение (4.4) по переменной у, получим
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учитывая, что для каждого фиксированного x можно брать свою произвольную постоянную Cx, имеем

u= С1(x)*y+ С2(x),

(4.5)

где С1 (х) и С2 (х) — произвольные функции. С помощью дифференцирования легко убедиться, что решение общего вида (4.5), содержащее С1 (х) и С2 (х), дает совокупность всех решений дифференциального уравнения (4.2). Таким образом, решением дифференциального уравнения (4.2) является произвольная функция, линейная относительно переменной y. Отметим, что общие решения обыкновенных дифферен​циальных уравнений содержат произвольные постоянные; для дифференциальных уравнений с частными производными их решения общего вида включают произвольные функции.

Конкретизируя функции С1(х) и С2(х) в формуле (4.5), получим частные решения уравнения (4.2). 

Дифференциальные уравнения с частными производными, как правило, имеют бесконечное число решений (см., например, пример 1). Решение же физической проблемы, описываемой дифференциальным уравнением, по смыслу, должно быть однозначным; иначе оно не дает возможности прогнозировать соответствующее физическое явление и, следовательно, является малоценным для практики. По​этому при решении задач физического содержания, кроме дифферен​циального уравнения, должны быть использованы дополнительные условия, позволяющие из бесконечной совокупности решений данного дифференциального уравнения выделить единственное его решение, дающее закон функционирования рассматриваемого физического про​цесса. В простейшем случае это так называемые начальные и краевые условия. Грубо говоря, первые характеризуют дан​ный процесс в начальный момент времени, а вторые описывают по​ведение процесса на границе рассматриваемой области. Начальные и краевые условия задачи называются граничными усло​виями.

Если в уравнении (4.1) переменную y интерпретировать как время, то простейшие начальные условия для неизвестной функции u и имеют вид

u(x,y0)=f(x), uy(x,y0)=f1(x),

(4.6)

где f(x) и f1(x) — заданные функции. Нахождение функции u, удовлет​воряющей дифференциальному уравнению (4.1) и начальным усло​виям (4.6), носит название задачи Коши.

Пример 2. Найти решение u=u(х, у) уравнения uyy=0, удовлетворяющее начальным условиям u(x,1)=x2, uy(x,1)=x.

На основании формулы (4.5) будем иметь
u=C1(x)y+C2(x),  Uy=C1(x)

(4.7)

Полагая у=1 в формулах (4.7), получим
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и, следовательно,
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Решение u — единственно.

Физическая задача, описываемая дифференциальным уравнением с частными производными, а также граничными условиями, назы​вается корректно поставленной, если: 
1) эта задача имеет решение;

2) решение задачи единственно; 
3) решение задачи непрерывно за​висит от граничных условий.

Гарантию разрешимости рассматриваемой задачи дает «теорема существования решения». Что касается второго требования, то, как было отмечено выше, неоднозначные решения задачи малопригодны для практики. Одно​значность решения обеспечивается «теоремой единственности». Наконец, нарушение третьего условия приводит к нежелатель​ным последствиям. С точки зрения практики это плохо, если ни​чтожно малые изменения начальных или краевых условий (в реаль​ной обстановке они известны лишь приближенно) влекут значитель​ное изменение решения задачи в данной области. Поэтому тут нужна «теорема гладкости решений».

5. Вывод уравнения теплопроводности

Рассмотрим однородный стержень постоянного поперечного сечения  S   и  длины L. Будем предполагать, что боковая поверхность стержня теплонепроницаема, и что во всех точках поперечного сечения стержня температура одинакова. Изучим процесс распространения тепла в стержне. Расположим ось Ox так, что один конец стержня будет совпадать с точкой x=0, а другой с точкой x=L. Обозначим через u = u (x, t) (0 ≤ х ≤ L; 0 ≤ t < + оо) температуру стержня в сечении с абсциссой x в момент времени t.
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Пусть p=const — плотность стержня, c=const — его удельная теплоемкость, k=const — коэффициент теплопро​водности, Ф(х, t)—интенсивность  теплового  источника, находящегося в сечении x для момента времени t, отнесенная к единице массы и единице времени, т.е. количество тепла, создаваемое этим источником за единицу времени и приходящееся на единицу массы. 
Если температура тела неравномерна, то в нем возникают тепловые потоки, направленные из мест с более высокой температурой в места с более низкой температурой.

Согласно закону Фурье количество тепла, протекающего в направлении оси Ох за бесконечно малый промежуток времени dt через сечение S с абсциссой x, равно
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(5.1)

где k — коэффициент теплопроводности, du/dx представляет здесь величину градиента температуры u. В формуле (5.1) стоит знак минус, так как при 
du/dx > 0, т. е. при возра​стании температуры u вместе с x, поток тепла направлен в обратную сторону, и наоборот.

Составим тепловой баланс для элемента стержня ΔV, заключенного между двумя бесконечно близкими сечени​ями I и II, соответственно, с абсциссами x и x+dx. По​ложим для определенности, что температура стержня u возрастает в направлении оси Oх. Тогда через сечение I тепло выходит  (—), а через сечение II — входит (+). Пусть dQ есть количество тепла, накопленное нашим элементом ΔV за промежуток времени dt.

Тогда учитывая, что количество тепла, созданное за время dt источниками тепла, сосредоточенными в эле​менте ΔV, равно

Ф(.x,t)*pSdxdt,

(5.2)

и, используя формулу (5.1), будем иметь
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(5.3)

Применяя формулу

f(x+dx)~f(x)+f(x)dx 

(5.4)

с точностью до бесконечно малых высшего порядка мало​сти, получим
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(5.5)

Поэтому формула (5.3) принимает вид
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 (5.6)

С другой стороны, du/dt есть скорость изменения темпе​ратуры элемента ΔV и поэтому 
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 представляет собой изменение его температуры. Так как масса элемента ΔV равна pSdх, то накопленное при этом количество тепла составляет
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Приравнивая выражения (5.7) и (5.6), после сокращения на общий множитель Sdxdt, получим
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(5.8)

или, вводя традиционное обозначение,
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окончательно будем иметь
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Дифференциальное уравнение (5.10), описывающее рас​пределение температуры u в стержне, носит название урав​нения теплопроводности (уравнение Фурье).

6. Задача распространения температуры в ограниченном стержне

Дан однородный стержень длины L, имеющий теплонепроницаемую боковую поверхность. Он расположен между точками x=0 и x=L оси Ox, на его концах поддерживается постоянная температура u=0 и в начальный момент t=0 распределение температуры вдоль стержня есть известная функция u=φ(x).

Найти U(x,t), определяющую распределение температуры вдоль стержня в любой момент времени t.

Решение.

1. Источники тепла отсутствуют, следовательно, уравнение Фурье принимает вид
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(6.1)
2. Краевые условия: u(0,t)=0, u(L,t)=0, u(x,0)= φ(x).

3. По методу Фурье сначала ищем частные решения данного уравнения в виде произведения двух функций, из которых одна зависит только от x, а вторая только от t: u(x,t)=X(x)*T(t). 

u''xx=T*X''xx
u't=X* T't

(6.2)

Подставляем (6.2) в исходное уравнение (6.1), имеем

XT'-a2TX''=0

или
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(6.3)

В равенстве (6.3) переменные разделены. Левая его часть не зависит от t, а правая не зависит от x. Это возможно лишь в том случае, когда обе части равенства не зависят ни от t, ни от x, то есть, представляют одну и ту же постоянную. Обозначив эту постоянную через –λ2, получим два обыкновенных дифференциальных уравнения

X''/X = –λ2, T''/a2T = –λ2,
или

X''+λ2X=0, T'+λ2a2T=0,

решая которые, найдем

X=A cos λx + B sin λx, T=C exp (-a2λ2t), 

u(x,t)=exp (-a2λ2t) (α cos λx + β sin λx),

где α=AC, β=BC – произвольные постоянные. Используя условия:u=0 при x=0 и u=0 при x=L, получим 

0= α cos 0 + β sin 0, 0= α cos λL + β sin λL,

откуда следует α=0, λ=nπ/L, n=1,2,3,… Каждому значению λ (или L) соответствует частное решение вида 

un= βnexp(-a2n2π2t/L2)* sin nπx/L,

сумма которых u(x,t) также будет решением уравнения (6.1).
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Используем условие: u=φ(x) при t=0. Получим
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(6.4)

Это равенство есть разложение в интервале (0,L) данной функции φ(x) в неполный ряд Фурье, содержащий только синусы, где 
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(6.5)

Таким образом, решение задачи дается рядом (6.4), коэффициенты которого определяются формулой (6.5). Для обычной инженерной практики достаточно брать несколько членов этого ряда.

Заключение
Итак, многие физические задачи сводятся к линейным дифференциальным уравнениям с частными производными второго порядка, которые поэтому и называются уравнениями математической физики. Задача интегрирования уравнения с частными производными, то есть, задача отыскания функции, удовлетворяющей этому уравнению, имеет бесчисленное множество решений. 

В конкретных задачах, сводящихся к уравнениям математической физики, всегда ищется не общее, а частное решение уравнения, удовлетворяющее некоторым определенным условиям, которые называются краевыми условиями. Для решения уравнений математической физики обычно применяется метод Фурье. Как было изложено выше, вначале ищутся частные решения данного уравнения в виде произведения функций, каждая из которых зависит только от одного аргумента. Затем, исходя из заданных краевых условий, определяются значения произвольных постоянных, содержащихся в этих частных решениях. В результате искомое решение, удовлетворяющее и данному уравнению, и данным краевым условиям, получается или в виде ряда, составленного из найденных частных решений, или в виде несобственного интеграла с бесконечными пределами.
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